¥V  10. Elsorendu differencialegyenletek numerikus megoldasa

Mérnoki, természettudomanyos és gazdasagi folyamatok leirasa és modellezése soran szamos esetben
differencidlegyenletekhez jutunk. A differencidlegyenleteket csak kevés esetben oldhatjuk meg egzakt
modon, a legtdbb esetben numerikus megoldésra van sziikség.

A numerikus megoldasoknak két nagy csoportja van:

* Analitikus médszernek nevezziik azt a megoldas tipust, amikor a kozelité megoldast fiiggvény
formajaban adjuk meg.

* Diszkrét modszer esetén alappontrendszert vesziink fel, és a kdzelitd megoldast ezekben az
alappontokban hatarozzuk meg.

Ebben a fejezetben kozonséges, elsdrendi differencidlegyenletek adott kezdeti feltételt teljesitd
partikularis megoldasanak keresésével foglalkozunk, vagyis az

y’(x):f(x:y(x)): J’(xo) :y()
kezdetiérték-feladat megoldasat keressiik.

Ahhoz, hogy a kozelitd fiiggvények vagy pontsorozatok hatarértéke valdban a megoldast adja-e,
sziikséges azt tudnunk, 1étezik-e és egyértelmii-e a differencidlegyenlet megoldasa. A megoldas
1étezést biztositja, ha az f(x, y) Lipschitz tulajdonsagu.

V¥ 10. 1. Definicié

Haazy'=f(x, y) egyenletben szerepld f (x, y)fliggvény valamely |x — x0| <a <o,
| y — y0| < b < tartomanyban korlatos (| f (x,))| < K ), folytonos és eleget tesz az lf (x, y2) -f (x,
¥1)| < M|y, — | feltételnek, ahol M pozitiv allandd, akkor f(x, y) Lipschitz - tulajdonsagu.

V 10. 2. Tétel

Picard-Lindelof tétel: Ha /' (x, y) folytonos és y-ban Lipschitz tulajdonsagt valamely
|x - x0| <a <L, ly— y0| < b < tartomanyban, akkor azy'=f(x, y) , y(x0)= ¥, kezdetiérték

feladat az [ x,, - o, x, + o] intervallumon egyértelmtien megoldhato, ahol o = min(a, %). (

b
K=0esetén — =
eseenK 0 )

V¥ 10. 3. Egzakt megoldas Maple-lel

Hasznalt Maple parancsok: DEtools csomag, odeadvisor, dfieldplot DEplot

1. Példa Irjuk fel azoknak a gorbéknek az egyenletét, amelyekre a kovetkezd allitas érvényes: a

gorbe barmely (x,y) pontjaban huizhato érintdje az y tengelybol 2 x- y2 hosszlisagu szakaszt metsz
le.



Megoldas

A differencidlegyenlet felirdsahoz hasznaljuk fel, hogy egy gorbe barmely pontjaban az érintd
iranytangense megegyezik az adott pontbeli derivalt értékével. Az érintd tetszéleges pontja legyen
(X Y), az érintési pont pedig (x, y(x)). Az érintd egyenes egyenlete:

> restart, with(DEtools) : with( plots) :

> erinto =Y —y(x) = (% y(x)j (X—x):

A feladat differencidlegyenletetét gy kapjuk, hogy Y=2-x- yz, X =0 kifejezéseket helyettesitiink az
érint6 egyenletébe.
> de:= subs( {XZ 0,Y=2 xy(x)z}, erinto)

2 d
de:=2 — =-| -
e=2xy(0)” —y(x) =4y
Lehetdség van a differencidlegyenlet tipusanak meghatarozasara a Maple odeadvisor parancsa
segitségével.
> odeadvisor(de)

(x))x

[ [ _homogeneous, class D], rational, Bernoulli]

Tehat az egyenletiink homogén, Bernoulli tipust differencidlegyenlet. Az egzakt, altaldnos
megoldast megkapjuk a dsolve paranccsal.

> alt mo = dsolve(de, y(x))
X

'S + CI

Természetesen a megoldas egy integracids konstanst tartalmaz. A dfieldplot parancs az irdnymezot,
a DEplot kiilonboz0 kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldast €s az iranymez6t
mutatja.

alt mo =y(x) =

> dfieldplot(de, y(x),x=02.3,y > DEplot(de, y(x),x=0.2.3,y=0.5, {[1,2], [1,
=0.3) 1]1,[1,0.81,[1,0.7],[1,0.6],[1,0.5], [1,
0.31})
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Kezdeti feltételként kdveteljiik meg még azt is, hogy a gorbe haladjon at az (x0, y0) koordinataji
ponton, irjuk fel az ehhez a ponthoz tartozo érintéegyenes egyenletét.
> part_mo = dsolve( {de, y(x0) =y0}, y(x))
x y0
x2y0 +x0 —y0x02

part_ mo :=y(x) =

0
> erinto .= Y= subs (x =x0, o rhs(part_mo) ) (X —x0) +y0
erinto .= Y= (—2y02 + Lg) (X—x0) +y0
X
Ellendrizziik, igaz-e, hogy ez az érintd az y tengelybdl 2x0 yOz hosszsagl szakaszt metsz ki.

> ellenorzes := simplify(subs(X =0, erinto))
ellenorzes .= Y=2 yO2 x0

Az (1,2) kezdeti feltételnek megfeleld partikularis megoldas
> part mol :=subs({x0=1,y0=2}, part mo)
2 x

part_mol =y(x)=———
2x —1

Ennek tetszéleges x/ abszcisszaji pontjdban az érinto:

0
> meredekseg == simplzfy(subs (x =xl, a rhs(part_mol) ) ) 1yl =subs(x=xl,

rhs(part mol)) :
> erintol :=y=meredekseg (x —x1) +yl

2(2x12+1)(x—x])+ 2 x1

(2x2—1)° 2x1* =1

erintol . =y= -

frjunk animaciot, amely az P(1,2) kezdeti feltételnek megfelelé partikularis megoldas kiilonboz6
pontjaiba htizott érintdt és annak y tengellyel valé metszéspontja koordinatait rajzolja ki.



> for i to 5 do
xl:=i—3;
vl :=subs(x=xI, rhs(part_mol));

0
meredekseg := simpliﬁ/(subs (x =xl, a rhs(part_ mol) ) ) ;

erinto[i] := meredekseg (x —x1) +yl,
abra = plot(erinto[i], x=-5..7, thickness =2, color = blue)
metsz =2 x1 y]z;
H = textplot([2, 5, typeset("x1=", x1," ", "y1=", yI," ", "Metszéspont=", metsz) ],
align=RIGHT);
b = plot(rhs(part_ mol),x=-5.7,y=-5.10, discont = true);
kepli] = display(| b, H, abra])
end do:

> abra == Matrix(2, 2, [seq(kep[i],i=2..5)]) : plots[display](abra)

vy B x1=-1 yl=-2 Metszéspon vy B x1=0 y1=0 Metszéspont=0




h

y b x1=1 yl1=2 Metszéspont=8 y
: ‘ 2 5 0 2 N
X X

x1=2 y1=% Metszéspont=

V¥ 10. 4. Analitikus megoldas
V 10. 4. 1. Picard iteracios modszere

A modszer 1ényege, hogy a differencidlegyenletet integralegyenletté alakitjuk, és az integralba
10 értéket helyettesitve kapjuk y1-et, majd y helyébe yl-et

beirva kapjuk y2-t, és igy tovabb. (Jeldljiik a fiiggetlen valtozot z-vel, mert a legtdbb feladatban
a fiiggetlen valtozo az id6.)

> restart, with( DEtools) : with( plots) :

_ d _ .
> de := & y()=f(t,y(t)):

Mindkét oldalt integralva, felhasznalva hogy y(t0)=)0

t

> yi(t) =y0+ | f(£y0) di:
ttO
> y2(t) =y0+ | f(t,yl(¢)) dt:
t0
t

> y3(t) =y0+ | f(t,y2(¢)) dt:
t0



igy egy fliggvénysorozatot kapunk, melynek hatarértéke (ha 1étezik) adja a differencialegyenlet
partikuldris megoldésat.

2. Példa Tekintsiik a kdvetkezd differencidlegyenletet és oldjuk meg Picard modszerével.
d

> de = —

T

Megoldas

(¢) =y(t) +¢t: t0:=0: y0:=1:

Helyettesitsiink az egyenlet jobb oldalaba y(z)=y0 értéket., majd a kapott kifejezést integraljuk a
20, #] intervallumon és az eredményt adjuk hozza y0-hoz..

> f1 =subs(y(t) =0, rhs(de) )
fl1:=1+t
t

> elso_kozelites :==yl(t) =y0 + J f1dt
t0

elso_kozelites .=yl (t) =1+t + % £
Folytassuk az eljarast:
t
> f2:=subs(y(t) =rhs(elso_kozelites), rhs(de) ); masodik_kozelites .= y2(t) =y0 +J 12 dt
t0

f2:=1+2z+%z2

masodik_kozelites :=y2(t) =1+t + 7+ % £
Az eljarast for ciklusba rendezve adjuk meg a kozelito fliggvénysorozat 8. tagjat.
t
> n =8, f[1]:=subs(y(t) =y0,rhs(de)) : k[1]:=y,(¢) =y0 —l—J fl1]d¢:
10

for i from 2 ton do
t

Sli—1]1:=subs(y(t) =rhs(k[i —11]), rhs(de) ); k[i] = y,(t) =y0 +J fli—1]
t0

dt
end do:
n:=2=8
> print(k[i—1])
2 1 3 1 24 1 5 1 &6 1 7 1 3 1 9
:1 —_— — -
)=l et e 0 T 360 Pt 2520 T 20160 | T 362880 ¢

A differencidlegyenlet direkt modon is megoldhato:
> mo :=dsolve({de,y(0) =1}, y(t))

mo :=y(t)=-1 —t+2¢

Azt sejtjiik, hogy a kozelitd megoldas hasonlit az egzakt megoldas Taylor polinomjdhoz. A
bizonyitashoz képezziik az egzakt megoldas 9. Taylor polinomjat.

> Taylor polinom := convert(series(rhs(mo), t=0, 10), polynom)

—_— Lo, La, Lsy Lo 1 g7, 1 8
Taylor polinom =1+t +f + Tt it Tt 3 Pt 20t So160

1 9
* 181440 °




Csak az els6 néhany tagig lathatd egyezés.

Készitsiink animacidt, ami az egzakt megoldast €s az iteracid elemeit abrazolja a kozelitd
fliggvények ismeretében.
> Picard :=proc(mo, a, b, c, d, N, Sx, Sy)
local H, i, szam, S, P, F;,
global kep;
H = textplot( [ Sx, Sy, Polinom fokszama=, align=LEFT);
F =plot(mo,t=a..b,y=c..d, color =red, thickness=3);
for i to N do
szam = convert(i + 1, string);
S :=textplot( [Sx, Sy, szam ], align=RIGHT);
P :=plot(rhs(k[i]),t=a..b, color=BLUE);,
kepli] = display([F, P, H, S])
end do
end proc:

> Picard(rhs(mo),-4,4,0,10,8,4,1.7) :
> abra == Matrix(2, 2, [seq(kep[i],i=2..5)]) : plots[display](abra)

10 10
6 6
y y
Ligut fokszama= 3 w fokszama= 4
4-3-2-10 1 2 3 4 -4-3-2-10 1 2 3 4
t t
10 10
6 6
y y
olirdgf fokszama= 5 olidig fokszama= 6
-4-3-2-10 1 2 3 4 -4-3-2-10 1 2 3 4
t t

¥V 10. 4. 2. Taylor-sor médszer

A modszer 1ényege, hogy a differencidlegyenlet ismeretlen fiiggvényét a Taylor soraval
helyettesitjiik.
> restart, with( DEtools) : with( plots) :

d
> de := Ey(t) =f(t,y(1)):
A kezdeti feltétel
> kezdeti .= y(t0) =0 :

Képezziik az y(r) 10 koriili Taylor sorat.
> sor:=y(t) =taylor(y(t), t=10,5)

1

sor == y(t) =y(10) + D) (10) (¢ — 10) +%D(2)(y><t0) (t=10)+ < DV () (10) (z



—10)° + i DY () (10) (¢t —10)* +O( (t —10)°)

A differencidlegyenletbe /=0 helyettesitéssel aD(y) (#0) (a fliggvény elsd derivaltja a t0
helyen) kifejezhetd. Ezt helyettesitsiik be a sor -ba.

> convert(de, D) : derl := subs(t =10, kezdeti, %); sor := subs(derl, sor);
derl :=D(y) (t0) =f (10, y0)

sor = y(t) =y(0) + £ (10, y0) (¢ — t0) +%D(2)(y)(t0) (t—t0)2+%D(3)(y)(t0) (t—10)°

+ i DY () (10) (t—t0)* +0O( (t —10)°)

A masodik derivalt értékét a differencidlegyenlet derivalasa révén kapjuk meg. A derivalas utan
helyettesitsiik be =0 -t, a kezdeti feltételt és a derivalt =0 helyen vett értékét. A harmadik
derivaltat az eredeti egyenlet masodik derivaltjanak /=0 helyen vett értékébdl kapjuk €s igy
tovabb.

3. Példa Oldjuk meg a kovetkezo6 differencidlegyenletet a Taylor sor modszerrel

Ly =2 =0y, y(0) =1
Megoldas:

> de:= %y(z‘) = (2 —1) y(t) : kezdeti =y(0) =1:

> sor:=y(t) =taylor(y(t),t=0,4) : sor := subs(kezdeti, sor)
sor=y(t) =1 +D(y) (0) 1 + % D@ (3)(0) 2 + % D% (1) (0) £ + 0(#)
> convert(de, D) : derivalt] := subs(t=0, kezdeti, %) ; sor := subs(derivalti, sor)

derivalt] :=D(y)(0) =2

sor=y(t)=1+21+ % D (1) (0) A + % DY (»)(0) £ +0(#)

A masodik derivalt:

> de2 = % (de); derivalt? := subs(t =0, kezdeti, derivaltl, convert(de2, D) );
sor := subs (derivalt2, sor)
S - d
de2:=— y(t)=-y(t) + (2 —1) | - »(1)
dr dr

derivalt2 = D? (»)(0)=3

sor=y(t)=1+2t+ % £+ % D (1) (0) £ +0(#)

A harmadik derivalt
_ d :
> de3 = & (de2);

derivalt3 := subs(t =0, kezdeti, derivaltl, derivalt2, convert(de3, D) ); sor :=
subs (derivalt3, sor)
3 2

4 (4 _a (4
de3 = e y(t)=-2 ( & y(t)) +(2—1) ( 7 J’(f)J



derivalt3 =D (»)(0)=2

sor =y(t)=1+2¢t+ % tz-l-% 3—|—O(t4)
Konvertaljuk a kapott eredményt polinomma
> kozelito_megoldas := convert(sor, polynom)
kozelito megoldas =y (t) =1 +2 ¢+ % £+ % r
A Taylor soros kozelité megoldas a Maple dsolve parancsanak type=series opcidjaval is
eléallithato.
> Order := 4 : convert(dsolve( {de, kezdeti}, y(t), type =series), polynom)
3 2,1 3
H=14+2t+—t¢ — t
PO =142+ £ 43

A példaban szerepl6 differencialegyenletnek 1étezik egzakt megoldasa is. Abrazoljuk az egzakt
¢s a kozelité megoldast kozos kooordinata rendszerben

> mo = dsolve( {de, kezdeti}, y(t))

—iz(—4+z)
mo:=y(t) =e

> a = plot(rhs(mo), t =-4 .4, color =red, thickness=3) :
b := plot(rhs(kozelito_megoldas), t=-4 .4,y =0..10, color = blue) : display([a, b])

10

Az abrabdl lathato, hogy a kozelitd polinom csak a kezdeti feltétel "elég kis kornyezetében"
kozeliti meg az egzakt megoldast.

V 10. 5. Megoldas diszkrét médszerekkel
¥V 10. 5. 1. Euler modszere

A megoldand¢ differencidlegyenletet differenciaegyenlettel helyettesitjiik. Adott
10, y(t0) értékek ismeretében 4 1épéskozonként az [a,b] intervallumban adjuk meg a keresett



fliggvényértékeket. Az [a,b] intervallumot n egyenld részre osztjuk, a részintervallumok hosszat
jeloljiik A-val.

0 £ 1)), ya0) =30, 10=a

(10 +h})Z =YW0) _ 10, y(10))

y(t0+h) = y(t0) +hf(10,y(10))
y(0+2h) =y(t0+h) +hf(t0+hy(t0+h))

V(0 +nh) =y(t0+ (n—1) h) +hf(0+ (n — 1) hy(t0+ (n — 1) h)), 10 +nh=b

4. Példa Adjuk meg a ((11

[0,1] intervallumon Euler mddszerrel.

y(t) =2- t-y(t) , y(0) =1 differencidlegyenlet kozelité megoldasat a

Megoldas

Osszuk fel az intervallumot eldszor 5, majd 20 egyenld részre, abrazoljuk az egzakt és a
numerikus megoldéasokat.

> restart; de == %y(t) =2-t-y(t) : kezdeti =y(0)=1: a:==0:b:=1:

5 részre osztas esetén

b—a
—
A kapott fiiggetlen valtozo ¢€s fiiggvényértékek sorozatat redezziik egy-egy halmazba.

> n:=>5:h:=

> {0]=0:y[0] =1:
for i to n do
til==t[i—1]+nh
ylil=-evalf(y[i—1]+2ht[i—1]y[i —1])

end do:
> T5:= [seq([il,i=0.n)1; Y5 := [seq(y[i],i=0.n);
ol 2 3 4
T5:=10, s 5 5 50 1

Y5:=1[1, 1., 1.080000000, 1.252800000, 1.553472000, 2.050583040 ]

20 részre osztas esetén
> n:=20:h:=

> t[0]:=0:y[0]:=1:
for i to n do
tlil==tli—1]+h
yli] = evalf (y[i = 11+ 2 ht[i — 1] y[i —1])
end do:
> T20 := [seq(t[i],1=0.n)]; Y20 := [seq(y[i],1=0.n)];
11 3 1 1 3 7 2 9 1 11 3 13 7 3 4 17




Y20:=[1, 1., 1.005000000, 1.015050000, 1.030275750, 1.050881265, 1.077153297,
1.109467896, 1.148299272, 1.194231243, 1.247971649, 1.310370231, 1.382440594,
1.465387030, 1.560637187, 1.669881790, 1.795122924, 1.938732758, 2.103525042,
2.292842296,2.510662314 ]

A differencidlegyenlet egzakt megoldasa
> t:="t""y ="" mo = dsolve( {de, kezdeti}, y(t))
- _ 7
mo :=y(t) =e

Abrézoljuk az egzakt megoldast és a kétféle modon kapott numerikus megoldasokat egy kozos
koordinata rendszerben.

> pontok5 = plot( [seq( [T5l., Y5l.], i=1 ..6) ], style = point, symbolsize =20, symbol
= cross, color = red) :
> pontok20 :=plot( [seq( [TZOI., Y20i], i=1.21 ) ], style = point, symbolsize =20, symbol
= circle, color = green) :
> abra = plot(rhs(mo), t=0..1, color = blue, thickness=3) :
> plots|display]( [ abra, pontok5, pontok20])
2.6
2.4
2.2
2,
1.8
1.6

1.4

1.2

A korok a kisebb, a keresztek a nagyobb 1épéskozoket jelentik.

V 10. 5. 2. Heun médszer (prediktor - korrektor médszer)

A differencidlegyenlet ¢/= t0 + h helyen vett megoldasanak megadasahoz most induljunk ki az

tl tl

[ v a=] roera

t0 t0



egyenldségbol. A jobb oldalon allo integral értékét trapézmodszerrel kozelitjiik, a bal oldali
integral
y(tl) —y(t0) értéki.

y(dl) — (f(t0 y(0)) -1l y@l))

W(tl)-re egy egyismeretlenes egyenletet kapunk, amit iterdciéval oldunk meg. Felhasznaljuk az
Euler mddszernél mondottakat, vagyis hogyy(¢1) = y(10) + h f (0, y(£0) ). (Eldzetes
kozelités: prediktor). Ezt a jobboldalba helyettesitve:

h
el =y(10) + — (f@0, y ¢0)) - f(1, y(10) + hf(10, y(10)) )
Ezt a format javitott kozelitésnek, korrektornak nevezziik.

5. Példa Adjuk meg a 4. Példa % (t) =2-t-y(t), y(0) =1 differencidlegyenletének kozelitd

megoldasat a [0,1] intervallumon Heun modszerével, az intervallum 5 egyenld részre
osztasaval.

Megoldas

A prediktor értékeit az el6z6 feladat Y5 halmazanak elemei tartalmazzék. Csak a korrektorokat
kell meghatéarozni.

> 7:= |0, % % % %,1];1/:: [1, 1., 1080000000, 1.252800000, 1.553472000,
2.050583040 |:
S:hi=02:10]:=0:y[0]:=1:ym[0] =1:

for i to n do
[i] =tli—1]+h
y[i] == evalf (y[i — 1] +2ht[z—1]y[z—1])

ym[z —evalf(y[z—l]-i— (2i=1]y [’_1]+21[i]J’[i]))

end do:
> YM := [seq(ym[i],1=0..n)]

Y:=11, 1., 1.080000000, 1.252800000, 1.553472000, 2.050583040 ]
YM :=[1, 1.040000000, 1.126400000, 1.316736000, 1.651691520, 2.212144128]

Abrazoljuk az igy kapott pontokat, az el6z6 megoldas pontjait és az egzakt megoldast kozos
koordinata rendszerben.

> pontokE = plot( [Seq( [TZ, Yl], i=1 ..6) ], style = point, symbolsize =20, symbol = cross,
color = red) :

> pontokH = plot( [seq( [Tl, YMI.], i=1 ..6) ], style = point, symbolsize =20, symbol
= cross, color = green) :

> abra = plot(rhs(mo), t=0..1, color = blue, thickness=3) :

> plots[display]( [abra, pontokE, pontokH |)



Lathatdan jobb lett a kozelités.
V¥ 10. 5. 3. A Runge-Kutta modszer

A modszer - ellentétben példaul a Taylor soros modszerrel - a kezdeti értéktdl tavoli
pontokban is elfogadhato kozelitéseket ad. Tobbféle Runge-Kutta modszer ismeretes, a kozos
kiindulopont az, hogy az y megoldasfiiggvény x, . | és x, pontbeli értekének kiilonbségét

m
yn+1 _yn:zl(olki
i=

alakban fejezi ki, ahol ®. mennyiségek allandok, -k pedig a & 1épéskzbdl és a derivalt
1 1

kiilonb6z6 helyeken vett értékeib6l meghatarozhatok. A leggyakrabban az alabbi negyedrendil
Runge-Kutta mddszert hasznaljak. A
d

ar y(t) =f(ty(1))

differencidlegyenlet megoldasaihoz tartozo fliggvényértékeket 4 1épéskozonként

kIl +2k2+2k3+k4
6

y(t+h)=y(t) +

formaban keressiik, ahol
kI=hf(t,y(t))

_ n L2
k2—hf(t+ ) + )
k2
k3—hf(t+ )+ )

k4=hf(t+h y(t) +k3)

A MAPLE tartalmazza a Runge Kutta eljaras algoritmusat, csak meg kell adni, melyik
helyeken, illetve milyen tartomanyban keressiik a megoldast. A dsolve parancs numeric,
method=rkf45 opcidjaval kaphatjuk meg a megoldast.



5. Példa Oldjuk meg a % y(t) =y(t) — s , v(0) =-1 differencialegyenletet negyedrendii
Runge-Kutta moédszerrel. Adjuk meg a megoldast 4=0.2 1épékdzzel a [0, 2] intervallumon.

Megoldas
> restart, with(DETools) : with(plots) :
d 2
> de=—y(t)=y(t) — 1 :
e:= Y y(t)

> mo = dsolve({de,y(0) =-1},y(¢))
mo:=y(t) =2 +214+7 -3¢
A dsolve parancs output = array opcidja a megadott fliggetlen valtozo értékekhez szamitja ki a

fiiggvényértékeket.

> mo_rkf45 :=dsolve({de, y(0) =-1}, y(t), numeric, method = rkf45, output = array( [0,
04,08,12,1.6,2]) )_

[ty(t) ]

0. -1
0.400000000000000 -1.51547390400416
mo_rkf45 = 0.800000000000000 -2.43662243022899

1.20000000000000 -4.12034992221095
1.60000000000000 -7.09909529644821
2. -12.1671653053448

Ha egy teljes tartomanyra akarjuk az értékeket kiszamitani, az output=piecewise,range=t0..
tv opciokat kell megadni. Ebbdl konnyen kiolvashatjuk a megfeleld helyekhez tartozo
fliggvényértékeket.

(tv—10)
P
> mo_rkf45 == dsolve({de, y(0) =-1}, y(t), numeric, method = rkf45, output = piecewise,

range=t0..tv) :
=t [i])

> 10:=0:tv:=2:n:=10:h =

> {[0] := t0 for i from O ton do
yli] == rhs(mo_rkf452

ti+1]=1¢[i]l+h
end do:

= [seq(t[i],i=0.n)]; Y= [seq(y[i],i=0.n)]
1 2 3 4 6 7 8 9
r= [0 R A A T i R

Y:=[-1.00000000000000, -1.22420815391229, -1.51547390400416, -1.90635612501762,
-2.43662243022899, -3.15484500712383, -4.12034992221095, -5.40559849824449,
-7.09909529644821, -9.30894002947776, -12.1671653053449 ]

Egyiittes abrazolas:

> pontok :=p10t( [seq( [Tl, Yl], i=1 n) ], style = point, symbolsize =20, symbol = cross,
color = red) :

> abra = plot(rhs(mo), t=0..2, color = blue, thickness=2) :

> display( [abra, pontok])



t
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A numerikus és az egzakt megoldas gyakorlatilag nem tér el egymastol.

V 10. 6. Egy mérnoki feladat

6. Példa Tervezziikk meg annak a patakmedernek az alakjat ( a szelvényét ), amelynél adott a
patakban foly6 viz kozépsebessége, a vizfelszin esése, a patak medrének érdességi tényezdje. A
feladatot a kovetkezd differencidlegyenlet modellezi:

d

i) =J 0.66 y(1)>—1,10)=-1.5

A feladatot oldjuk meg a sorfejtéssel, Euler mddszerrel és a Runge-Kutta mddszerrel is.

Megoldas

> restart, with(DETools) : with(plots) : de == m y(1) :\/ 0.66 y(z‘)2 —1:

Probaljuk megadni az egzakt megoldast.
> mo = dsolve({de, y(0) =-1.5}, y(t)) : allvalues(%);

1 2 1 2
— /332 — /332
=L V33 (—100—197 (elo t) +3(e1° t) V33 \/97)
66 Lmﬁ
e 10 1(3\/33 —J97)

A kapott egzakt megoldas annyira bonyolult, hogy szamitasokhoz mindenképpen numerikus
megoldast kell keresniink.

A kozelité megoldas sorokkal:

> Order := 4 : mo_sor := convert(dsolve( {de, y(0) = - 1.5}, y(t), type="series'), polynom)

mo_sor = y(t) = - > + - 194r—29+(ﬂ\/97 J200 — 287 o7 7

2 20 200 1940000 194000
11 3
+ 3000 \ 194 ) t

> abra = plot(rhs(-mo) —3,t=0..1, color =red, thickness=3) :



> abra_sor :=plot(rhs(-mo_sor) — 3, t=0..1, color = blue, thickness=1) :
> plots[display]([abra, abra_sor])

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Megoldas Euler- médszerrel, a feltételek kozott el kell irni a négyzetgyokdos kifejezés
nemnegativ voltat:

> y(t4+h) =p(t) +hy 0.66 p(1)> —1 :h:=0.1:9[0]:=-1.5:¢[0]:=0:
> forito 10 while 0 < 0.66 (y[i —11)*—1 do
tli] == t[i—1]+5;

ylil=yli—11+h 0.66 (y[i—1])*—1
end do:
> T:=1[seq(t[i],i=1..10)]; Y:= [seq(y[i],i=1..10)]

T:=[0.1,0.2,03,0.4,0.5,0.6,0.7, g, 1o, 11,
Y= [-1.430358059, - 1.371171071, - 1.322092290, - 1282896309, - 1.253529127,

- 1234272627, - 1226881358, y, ¥, ¥y |

Tehat csak 7 értékes pontunk van.
> pontok :=plot( [seq( [Tl, -Y, -3 ], i=1 ..7) ], style= point, symbolsize =20, symbol = cross,
color= brown) : plots[display]( [ abra, pontok]);
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Megoldas Runge-Kutta médszerével:

> y:=Y"t:=""de:= 4 y(t) =\/ 0.66y(t)2 —1

dr
de = % y(1) = 0.66 y(1)> — 1
> mo_rkf45 := dsolve({de, y(0) = -1.5}, y(t), numeric, method = rkf45, output = piecewise,

range=0..0.7) :
> h:=01:y[0]:=-15:¢[0]:=0:

for i from 0 to7 do y[i] := rhs(mo_rkfﬁ2 J; tl[i+1]:=1t[i] + h end do:

t=t[i]
> T1:=[seq(t[i],i=0.7)]); Y] = [seq(y[i],i=0.7)]
T1:=10,0.1,0.2,0.3,04,0.5,0.6,0.7]

Y1 :=[-1.50000000000000, -1.43523409435298, -1.37994590339054, -1.33377026336623,
-1.29640227186366, - 1.26759526798236, -1.24715897202043, -1.23495870800900 ]
> pontokl :=plot( [seq( [T]l., -Yl,—3 ], i=1 ..8) ], style= point, symbolsize =20, symbol
=diamond, color = black) :

> display([abra, pontokl])
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A szamitott fliggvényértékek a valodi gorbére illeszkednek.

V 10.7. Beépitett interaktiv Maple lehetoségek

Eszk6zok= Asszisztens= ODE elemzd Itt akar szimbolikusan akar numerikusan is megoldhatunk
elsdrendu differencidlegyenleteket.

1 ODE Analyzer Asitan
Differential Equations Conditions Parameters
d W0)=1

0= -1

| @ |

[ ’ Solve MNumerically ” Solve Symbolically ” Classify ] |

= . — & — — & ae— —— — S = — )




|3 Solve Symbalically —
- - 3

Method ENEYE
1 = y
Use Liz Methods {‘f x (4+x) J
Mx)=e

Use Cassification Methods
1

Integrate aJto v-

Explicit [auto = |

Plat Options.

() Truncated Series, order= -6
() Formal Series idefault

Expansion paint_

Show Maple commands [~

1
0
L 0 2 4 5 g 10
x
©On Quit, Return Selution =1 [ cear [ melp ][ Back |[ qut |
¥ Solve Numerically ~ — = [ S|
Parameters Cutput
(@ Runge-+uttaFehlberg 4-5th order Show function values atx =
(71 Cash-¥arp 4-5th order 11000000
- - . : F=1
() Dverk 7-8th order |interpolant ~ |
. : Plot Options.
(7) Gear single step extrapolation |rational |
(7) Rosenbrock stiff 3-4th order 7
(7} Livermare stiff ;adams iterative |
: 5
(7 Boundary Value Problem solver 4
: - - ¥
trapezoidal - |richardson extrapolation 3
[ A )
Range of x: |0 |to
g 1
() Taylor series |lazy . p
} 0 2 4 [ H 1a
(7) Modified Extended BDF Implicit "
(") Fixed step methods Show Maple commands
.5e-2 | forward Euler ) =5l = deolve|[diffiy(xl,x) = (Z-u)sylxl, g0l = 11,
Absolute: 1,000000e-07 | so11(0.):
| & - plotzledeplot] (soll, 0..10, coler = zed)s
Relative: | 1.000000e-06 | default
| ; r 3l -
On Quit, Return | Plot = [ cear |[ Hep || Back | qut |




> dsolve[interactive] () ;

¥V 10. 9. Feladatok

1. Feladat Oldjuk meg a differencidlegyenleteket Picard modszerével a [0, 1] intervallumon.
Szamitsuk ki a kozelitd fliggvényértékeket, hax=0.5 ésx=1.0.

a; y'=v W0)=I, b, y'=x"+y" y(0)=2, ¢, y'=siny y(0)=0

2. Feladat Oldja meg Euler modszerrel:

1
) =0

3. Feladat Runge-Kutta modszerrel adja meg a differencialegyenletek megoldasat.

a; y/=x+i y(2)=1 a=2, b=3, n=5
y

b; y'=x—y y(0)=1 a=0, b=1, n=4

¢, y=2y+¢ y(0)=0 a=0, b=12, n=4

T A _ _ _ _

d; y +x _xz y(l)=1 a=1, b=13, n=3

4. Feladat Szamitsa ki a leesd test sebességét a t=1, 2, 3 s idépontokban, ha a test 1200 m
magassagbol v=60 n kezddsebességgel kezd esni, €s a levego ellenallasa a sebesség négyzetével
s

aranyos. A mozgas egyenlete:
v'=-k2’+g,  ahol k=0.0004,g=9.81 =

S
Az eredményt adja meg az ismert modszerekkel, majd hasonlitsa 6ssze a kapott eredményeket.

5. Feladat Egy gazdanak harom fia és egy 80 cm atmérdjii horddja van, amelyben 1 m magassagig
bor van. A hord¢ kilyukadt és az aljan egy 3 cm sugaru, kor alaka nyilés keletkezett, amin at a bor
elkezdett kifolyni. A kifolyas sebessége fiigg a horddban 1év6 folyadék # magassagatol

-A- % =0.6-6-y 2 gh , ahol 4 a hord¢ alapteriilete, ¢ a nyilas alapteriilete, 2=9.81 ﬂz

s

A gazda lekiildi a legiddsebb fiat, hogy foltozza be a nyilast. A fiat 10 perc perc probalkozas utan
felvaltja a kozépso testvér, majd mivel 0 is sikerteleniil probalkozik, 10 perc milva a legkisebb
kovetkezik. Neki 10 perc elteltével sikeriil betomnie a nyilast. Runge-Kutta modszerével allapitsuk
meg, hogy a probalkozasok alatt hany liter bor folyt el.

V 10. 8. Ellenorzoé kérdések

1. Milyen elvet hasznal a Picard iterdcios modszer kozonséges elsérendii differencidlegyenletek
megoldasara?

2. Hogyan kozelitjiik a differencidlegyenlet megoldasat Taylor sorral?

3. Milyen elvet hasznal Euler modszere a kozonséges elsérendi differenciadlegyenletek
megoldasara?

4. Mi a Heun modszer?

5. Fogalmazza meg a Runge-Kutta mddszerek elvét.



